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Abstract:

Syftet med studien ar att med utgangspunkt i lararskapade problemlésningsuppgifter
undersoka elevers mdjligheter till kreativt matematiskt resonemang, CMR, som
innebar att eleven skapar en ny eller aterupptdcker en fér eleven glomd
l6sningsmetod. Studien genomférs som en kvalitativ uppgiftskategorisering dar
utvalda problemlosningsuppgifter ur Kunskapsmatrisens uppgiftsbank analyseras
genom att undersdka mojligheten till imitation av |I6sningsmetod genom larobokens
ovningar och exempel. Uppgifterna ar skapade av verksamma larare i landet och
urvalet har medvetet gjorts for att fokusera pa uppgifter dar problemldsning ar i
fokus, bade ur ett innehalls- och férmageperspektiv.

Resultatet visar att lararskapade problemldsningsuppgifter som ett komplement till
laroboken inte 6kar mojligheten for eleverna att erbjudas CMR i undervisningen
eftersom andelen CMR i dessa uppgifter ligger pa samma niva som i laromedlen.
Studiens analys av lararskapade problemlésningsuppgifter pekar tydligt pa att
uppfattningen om att problemlésning och CMR inte ar till for alla elever tydligt lever
kvar i klassrummen eftersom CMR saknas bland uppgifterna som i Kunskapsmatrisen
beddms med lagst svarighetsgrad.

Nyckelord:

Problemldsningsuppgifter, problemldsning, matematisk problemlésning, CMR,
resonemang.
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1 Inledning

Syftet med att ldasa matematik i gymnasieskolan beskrivs i gallande styrdokument i
termer av att eleverna ska utveckla en féormaga att arbeta matematiskt. Vilket
innefattar att utveckla en matematisk forstaelse och att utveckla olika strategier for
att kunna l6sa matematiska problem. Eleverna ska ges mojligheter att utmana,
fordjupa och bredda sin matematiska kreativitet och sitt matematiska kunnande.
Arbetsformerna ska vara varierade och undervisningen ska erbjuda eleverna
mojligheter att sjalva undersdka matematiken (Skolverket, 2011, s. 90). Grunden till
all matematisk probleml6sning ar alltid ett matematiskt problem och problemldsning
har en speciell stdllning i de aktuella kursplanerna fér gymnasieskolan.
Problemldsning ar inte bara en del av damnets syfte och en av sju matematiska
formagor som utgor grunden for kunskapskraven utan ar daven en del av det centrala
innehallet for de gymnasiegemensamma matematikkurserna (Skolverket, 2011, s. 90,
93).

En matematikundervisning genom problemlésning dar problemldsningen betraktas
som bade ett mal och ett medel i undervisningen (Skolverket, u.a., s. 2) resulterar inte
bara i forbattrande problemldsningsfardigheter genom att eleverna lar sig olika
strategier utan det ar en tydlig vag till djup konceptuell matematisk forstaelse (F.
Lester & Cai, 2015, s. 5). | kontrast till styrdokumentens tyngdpunkt pa matematisk
problemlésning och matematiskt resonemang som tydligt skriver fram en
undervisning genom problemlésning visar praktiken i de svenska klassrummen en
avvikande bild av hur undervisningen hanterar den matematiska problemlsningen.
Andrews & Larson (2017, s. 113) beskriver att den typiska svenska
matematiklektionen i gymnasieskolan innehaller tva huvudmoment, larargenomgang
och arbete i larobok dar genomgangarna har som syfte att fokusera pa de
matematiska procedurerna sa att eleverna har lart sig dessa nar de gar vidare till
nasta moment, det egna rdaknandet i laroboken. Pa liknande vis menar Boesen m.fl.
(2014, s. 85) att praktiken i den svenska gymnasieskolan fortfarande domineras av
procedurhantering. Tar vi ytterligare fasta pa larargenomgang och eget raknande i
laromedel beskriver Bergqvist och Lithner (2012, s. 268) att laromedlen paverkar
undervisningen i hogre grad dn bade styrdokument och nationella prov samt att
lararnas genomgangar erbjuder sma eller i vissa fall inga mojligheter till kreativt
matematiskt resonemang utan fokuserar pa rutinmdssigt imiterande av procedurer
(Bergqvist & Lithner, 2012, s. 265-266). De svenska laromedlen féljer ett
internationellt monster och domineras av rutinuppgifter som kan ldsas genom
imitativa l6sningsstrategier genom att folja en redan kdnd l6sningsmetod (Sidenvall,
2019, s. 44). Forskning visar att undervisning genom probleml6sning ar ytterst
begransad och att styrdokument och praktik skiljer sig markant at gallande
undervisning genom problemlésning och darigenom ocksa mojligheterna till
matematiskt resonemang (Bergqvist & Lithner, 2012, s. 266; Boesen m.fl., 2014, s.
81; Dagnew, 2017, s. 4). Litteraturen inom forskningsomradet visar dock att det finns
mojligheter for eleverna att erbjudas en undervisning genom probleml|dsning via den
enskilde lararens agerande i klassrummet som genom formativa scaffoldingtekniker
och metakognitiva fragor kan erbjuda eleverna en matematikundervisning som inte
bara ar baserad pa imitation och rutin (Sidenvall, 2019, s. 46).



Den har studien baseras pa Lithners (2008, s. 258—-267) ramverk fér analys av olika
resonemang dar eleven antingen anvander sig av strategin att imitera en redan kand
l6sningsmetod, imitativt resonemang (IR) eller kreativt matematiskt resonemang
(CMR) som innebar att skapa en for eleven ny l6sningsmetod. Begreppen kreativt
matematiskt resonemang (CMR) och matematisk problemldsning, det vill sdga att
|6sa uppgifter dar uppgiftslosaren inte har nagon fardig l6sningsmetod tillganglig
innan uppgiftslésningen borjar (NCTM, 2000, s. 51), ar pa flera satt likartade och
jamstalls i den har texten da bada syftar pa att utveckla en bredare matematisk
forstaelse. |studiens syfte och resultatdel kommer begreppet CMR att anvandas.

Mot bakgrund av larobokens stora paverkan pa matematikundervisningen och dess
generella tillkortakommande nar det galler att ge alla elever, oberoende av
kunskapsniva, mojligheter till att utveckla CMR. Detta i kombination med att
mojligheten till CMR gar via den enskilda lararen menar jag att det ar intressant och
relevant for lararprofessionen att undersoka vilka mojligheter till CMR larares egna
problemuppgifter ger. Lararskapade problemldsningsuppgifter representeras i
studien av Kunskapsmatrisens webbaserade uppgiftsbank som ar skapad av larare
(Kunskapsmatrisen, 2020).

2 Syfte och fragestillningar

Syftet ar att med utgangspunkt i lararskapade problemldsningsuppgifter undersoka
elevers mojligheter till CMR.

Utifran detta syfte formuleras féljande fragestéllningar:

e Hur stor andel uppgifter i de lararskapade problemldsningsuppgifterna i
Kunskapsmatrisens uppgiftsbank for kursen Ma2b erbjuder eleverna
mojlighet till CMR?

e Hur paverkar uppgifternas svarighetsgrad andelen CMR?

Med uppgifternas svarighetsgrad menas pa vilken niva eleverna ges mojlighet att
visa sina matematiska féormagor (Skolverket, 2011, s. 114-115).



3 Bakgrund

Forskningen beskriver ett slags moment 22 dar matematikundervisningen praglas av
larargenomgang och eget raknande i laroboken och dar dessa bada moment erbjuder
sma eller i vissa fall inga mojligheter till undervisning genom problemldsning
(Andrews & Larson, 2017, s. 113; Bergqvist & Lithner, 2012, s. 266; Jader m.fl., 2019,
s. 10). For att kunna besvara fragestallningarna som ar kopplade till vilka mojligheter
eleverna har for att erbjudas en undervisning som ar baserad pa matematisk
problemldsning och CMR via lararskapade problemldsningsuppgifter ar min avsikt att
i detta avsnitt behandla matematisk problemldsning och matematiska uppgifter ur
flera perspektiv och pa sa vis skapa ett brett fundament for studien.

Oberoende fran vilken utgangspunkt forskningen betraktar undervisningen i
matematik har jag upptackt att en polarisering tydligt marks. Betraktas denna
polarisering ur ett problemldsningsperspektiv framkommer & ena sidan en
matematikundervisning genom problemldsning och & andra sidan en traditionell
undervisning baserad pa larargenomgang och eget raknande i larobok. Ser vi samma
polarisering ur ett forstaelseperspektiv ar steget inte langt till jamforelsen mellan
instrumentell och relationell forstaelse (Skemp, 1976, s. 2).

3.1 Problemldsning, resonemang och forstaelse

Problemldsning, resonemang och forstaelse behandlas i samma avsnitt da de ar
intimt sammankopplade och behandlas darfor inte var for sig.

Begreppet problemlésning kan tolkas pa flera satt och en tolkning som var utbredd
under 1970- och 80-talen var att |6sa matematiska uppgifter oberoende av
uppgiftstyp, sa lange det var nagot matematiskt som skulle utforas (Schoenfeld, 1992,
s. 337; Wyndhamn m.fl., 2000, s. 47). NCTM (2000, s. 51) forklarar begreppet
problemlosning som att l6sa uppgifter dar uppgiftslosaren inte har nagon fardig
l6sningsmetod tillganglig innan uppgiftslosningen borjar. Denna tolkning innebar att
det bara finns tva typer av matematiska uppgifter, matematiska problem och
matematiska ”“ickeproblem” som ofta bendmns som rutinuppgifter (Boesen m.fl.,
2014, s. 75). Niss och Hgjgaard Jensen (2002, s. 49) beskriver matematisk
problemldsning som att kunna stalla upp och 16sa olika slags matematiska problem,
saval rena matematiska problem utan kontext som tillimpade problem och saval
Oppna som slutna problem samt saval egna som andras problem samt om det kravs
eller 6nskas med olika I6sningsmetoder.

Boaler (1998, s. 44) beskriver hur matematikundervisning generellt kan delas in i tva
kategorier: Traditionell undervisning och projektbaserad undervisning dar den
traditionella undervisningen bygger pa att lararen visar olika matematiska metoder
som eleverna sedan praktiserar genom ett antal olika rutinuppgifter i olika
svarighetsgrader. Den projektbaserade undervisningen baseras pa att lararna i stallet
for att lara ut procedurer som eleverna ska trana pa ger eleverna matematiska
problem som kraver matematiska procedurer att arbeta med.



Synen pa problemldsning ar en av skiljelinjerna mellan dessa kategorier och forskning
visar att eleverna utvecklar en storre matematisk kunskap och forstaelse om
problemldsning ar ett medel i undervisningen (Boaler, 1998, s. 60; Fiilop, 2015, s. 51;
Sidenvall, 2019, s. 9). Lester och Cai (2015, s. 5) beskriver pa liknande satt att
undervisning genom problemldsning resulterar att eleverna forbattrar sin
problemlosningsformaga, inte bara for att de lar sig problemldsningsstrategier och
heuristik, utan for att de utvecklar en djup konceptuell matematisk forstaelse.

Matematiskt resonemang definieras pa olika satt i litteraturen. Sidenvall (2019, s. 20)
menar att matematiskt resonemang handlar om att motivera olika val genom att
relatera dessa val till redan kdand matematisk kunskap och menar att matematiskt
resonemang darfor ar en vasentlig del i elevernas skapande av [6sningsmetoder. Niss
och Hgjgaard Jensen (2002, s. 54) gor en liknande, men inte identisk tolkning av
resonemangsformagan som innebar att kunna folja och bedéma olika resonemang,
forsta vad ett bevis innebar samt formulera och genomféra informellt och formellt
resonerande och omforma till giltiga bevis. Da bevisforing inte hamnar inom ramen
for den har studien och det redan ar konstaterat att Lithners (2008, s. 266) ramverk
utgor grunden for den har studien sa kommer den har studien att anvanda Lithners
definition av resonemang som beskrivs som resultatet av en tankeprocess som
utforts for att skapa argument och na slutsatser vid l6sning av matematiska uppgifter
(Lithner, 2008, s. 257). Det har tidigare faststallts att problemlésning och CMR likstalls
i denna studie och betraktar vi polariseringen av matematikundervisningen sa ar
Lithner (2008, s. 258, 265) inget undantag fran polariseringen ovan nar han i sitt
ramverk delar in det matematiska resonemanget i kreativt resonemang (CMR) och
imitativt resonemang (IR), vilket innebar att vi ocksa kan likstalla en undervisning
genom problemldsning med en undervisning genom CMR. Enligt likartat monster kan
en traditionell undervisning beskrivas som en undervisning med stort inslag av IR
(Bergqvist & Lithner, 2012, s. 267; Boesen m.fl., 2014, s. 81; Jader m.fl., 2019, s. 10).

Med avseende pa matematisk forstaelse kan vi se likheter mellan ramverkets
beskrivning av IR jamfort med CMR och jamférelserna mellan procedurell och
konceptionell forstaelse. Konceptuell forstaelse kan liknas vid ett kunskapsnat, likt
ett stort spindelnat, dar natet relaterar olika kunskapsdelar till varandra och ju
starkare natet ar, det vill saga ju fler kopplingar mellan olika kunskapsdelar som finns
ju storre ar den konceptuella forstaelsen och elevens olika kunskapsdelar blir delar i
ett stérre sammanhang. De enskilda kunskapsdelarna som finns i elevens
kunskapsnat beskrivs som elevens procedurella kunskap, vilken fokuserar pa enskilda
matematiska fakta och procedurer (Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3—4). Pa liknande satt
menar Skemp (1976, s. 21) att relationell och instrumentell forstaelse forhaller sig till
varandra, dar den relationella forstaelsen beskrivs i form av att veta vad som ska
goras och dven varfor i situationer som eleven ej stallts infor tidigare. Den
instrumentella forstdelsen beskrivs i likartade termer som den procedurella
kunskapen ovan. Skemp (1976, s. 33) beskriver skillnaden mellan instrumentell och
relationell forstaelse genom en metafor dar eleven antingen maste ha l6pande
instruktioner for att forflytta sig fran punkt a till punkt b alternativt dar eleven har en
karta och pa sa satt enkelt kan skapa sig en oversiktbild och darigenom skapa flera
mojliga satt att forflytta sig fran a till b.



| matematiskt arbete, dven da elever arbetar med procedurer har det visat sig vara
effektivt och vardefull allt skapa en forstaelse for procedurerna an att imitera eller
lara sig utantill eftersom det ar stérre mojlighet att elever i efterhand minns en
procedur som de forstar innebdrden av dn nagot som de lart sig utantill (Hiebert,
2003, s. 17). Det ar saledes ocksa mer sannolikt att eleven kan bredda sitt
kunskapsnat av konceptuell forstaelse genom att bade starka befintliga kopplingar
och 6ka antalet kopplingar mellan olika typer av procedurell kunskap genom en 6kad
procedurell forstaelse (Hiebert, 2003, s. 12; Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3—4; Jonsson
m.fl., 2014, s. 28). Kopplar vi studiens definition av matematiskt resonemang till
ovanstdende resonemang kring konceptuell forstaelse kan paralleller dras fran att
motivera val och slutsatser som ar grundade i matematiska argument till att starka
och utvidga en konceptuell forstaelse genom kopplingarna till procedurell férstaelse
och likt problemlosning och att utveckla en problemldsningsformaga kan
matematiska resonemang verka som bade mal och medel i undervisningen (Ball &
Bass, 2003, s. 29).

3.2 Matematiska uppgifter och matematiska problem

Det matematikdidaktiska forskningsfaltet erbjuder ett antal olika versioner av
kriterier for hur ett bra matematiskt problem ska vara formulerat och har natt
koncensus kring att lararens val av matematisk problem dr en central del i
undervisningen och undervisning genom probleml&sning bérjar med att valja bra
problem (Donaldson, 2011, s. 130; Taflin, 2007, s. 65).

Med utgangspunkt i Lesters (2003, i Taflin, 2007, s. 31) definition, att vilja I6sa, inte
veta hur och behova anstranga sig formuleras sju kriterier for rika problem som
innebar att problemet ska (l) introducera viktiga matematiska idéer eller
|6sningsstrategier, (I1) vara latt att forsta och alla ska ha en mojlighet att arbeta med
det, (lll) upplevas som en utmaning, krdava anstrangning och ta tid, (IV) kunna I6sas
pa olika satt, med olika strategier och representationer, (V) kunna initiera en
matematisk diskussion utifran elevernas skilda 16sningar, (VI) kunna fungera som
brobyggare och (VIl) kunna leda till att elever och larare formulera nya och
intressanta problem (Taflin, 2007, s. 22). Bendmningen rika problem ar inte entydigt
definierat i litteraturen men det ar den term som Taflin anvander for att beskriva ett
problem som uppfyller villkoren ovan (Taflin, 2007, s. 31). Det ar langt ifran den enda
definitionen av ett matematiskt problem och Lester och Cai (2015, s. 11) anser att det
viktigaste kriteriet for ett vardefullt matematiskt problem ar att det fungerar som ett
medel for eleverna att lara sig viktig matematik. Problemet behdver varken vara
snyggt formulerat eller komplicerat utan det viktigaste ar att det framjar elevernas
inldrning av viktig matematik.

Ovan beskrivs olika definitioner av ett matematiskt problem och det finns flera satt
att kategorisera olika matematiska uppgifter. Stein och Smith (1998, s. 269) delar in
matematiska uppgifter i Idg- och hognivauppgifter dar Iagnivauppgifterna behandlar
memorerade resonemang och procedurer utan matematiska kopplingar.
Hognivauppgifterna behandlar procedurer innehallande matematiska kopplingar.
Jader (2019, s. 28) kategoriserar i sitt ramverk fér analys av laroboksuppgifter
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uppgifterna med avseende pa korrelationen mellan bokens information och exempel
och uppgifternas tankta I6sningar. | likhet med denna studie ligger Lithners (2008, s.
256) ramverk till grund dven for Jaders avhandling (Jader, 2019, s. 27). Jaders m.fl.
(2019, s. 5) uppdelning i hog- och lagkorrelationsuppgifter ligger inte langt ifran Stein
och Smiths uppdelning i hog- och lagnivauppgifter, vilket gor att Lithners ramverk bar
tydliga spar av Stein och Smiths resonemang da imitativt och kreativt resonemang
tydligt gar att finna i Stein och Smiths resonemang. Oberoende av definition, bortsett
fran den definition som klassar alla uppgifter som problem, kvarstar faktum att en
uppgift kan vara ett problem foér en individ men inte for en annan individ beroende
pa situationen och elevens forkunskaper (Taflin, 2007, s. 31).

Genom att i den har studien betrakta problemlésning som att I6sa uppgifter dar
uppgiftslésaren inte har nagon fardig l6sningsmetod tillganglig innan
uppgiftslésningen boérjar (NCTM, 2000, s. 51), definieras ett matematiskt problem i
den har studien som en uppgift dar [6sningsmetoden inte tidigare ar kdand for eleven.
Anledningen till att andra tolkningar forkastas ar framst att fokuset fér den har
studien ar riktat mot sjdlva uppgiftens koppling till CMR eller IR och darfor viljs denna
definition enligt den réda traden som medfor en for uppgiftslosaren okand eller kind
[6sningsmetod.

3.2.1 Undervisning via matematiska problemlésningsuppgifter i laromedel och
i nationella prov

Forskning visar att laromedlen generellt hanterar problemldsning pa ett satt som kan
forknippas med traditionell undervisning. Det vill sdga ett larande dar huvuddelen av
uppgifterna kan kategoriseras som rutinuppgifter som kan losas med redan kdanda
algoritmer genom i forvdg l6sta exempel i boken och andelen uppgifter dar
l6sningsmetoderna inte i forvdg ar givna ar lag (Boesen m.fl., 2014, s. 81; Dagnew,
2017, s. 4-5; Sidenvall, 2019, s. 41). Med traditionell undervisning avses den
undervisning som kan beskrivas som en undervisning dar lararen foreldaser olika
matematiska metoder som eleverna sedan praktiserar genom ett antal olika
rutinuppgifter i olika svarighetsgrader (Andrews & Larson, 2017, s. 113). Laromedlens
traditionella syn ar likartad i 12 landers, daribland Sveriges, larobdcker och
fordelningen av procedur- och problemldsningsuppgifter skiljer sig marginellt mellan
de olika landernas laromedel och en stor majoritet av uppgifterna, 84%, ar uppgifter
dar losningsmetoden ar kdnd sedan tidigare och saledes inte kan sdgas vara
problemlésningsuppgifter. Aven i uppgiftsavsnitt med rubriken ”problemldsning” &r
proceduruppgifterna i majoritet och de fatal problemlésningsuppgifter som
larobocker erbjuder ar placerade langst bak i bockerna vilket innebér en risk att alla
elever inte far mojlighet att |I6sa problemuppgifter (Jader m.fl., 2019, s. 12). Berggvist
och Lithner (2012, s. 268) menar att ldromedlens paverkan pa
matematikundervisningen ar omfattande och att ldromedlen paverkar
undervisningen i hogre grad dn bade styrdokument och nationella prov. Pastaendet
styrks av Andrews och Larson (2017, s. 114) som beskriver att en typisk
matematiklektion inleds av en larargenomgang foljt av eget rdknande i larob6ckerna.



En traditionell undervisning bestaende av genomgang foljt av eget raknande i larobok
ger inte eleverna mojlighet att trana pa att skapa sina egna l6sningsmetoder men det
racker att justera lektionsupplagget i den riktningen att lararen inte borjar med att
presentera l6sningsmetoder utan medvetet valjer ut uppgifter fran laroboken. Dessa
uppgifter, om de viljs utifran ett perspektiv att undvika imitativt resonemang, kan da
fungera som problemlosningsuppgifter enligt den har studiens definition och om
lararen undviker lotsning och erbjuder eleverna formativt stod i form av
metakognitiva fragor kan undervisningen erbjuda eleverna goda mdjligheter till
problemlosning (Jader m.fl., 2019, s. 14).

Boesen m.fl. (2014, s. 83) beskriver att larare upplever en skillnad mellan uppgifterna
i de nationella proven och laromedlens uppgifter och dven om en del av lararna har
svart att exakt peka pa skillnaderna sa upplever de att de nationella proven testar
flera formagor samtidigt. Boesen m.fl. (2018, s. 121) visar att de nationella proven pa
samtliga svarighetsnivder och till en enligt forfattarna rimlig niva testar
styrdokumentens samtliga framskrivna matematiska formagor. Till samma slutsats
kommer dven Palm m.fl. (2011, s. 240) som visar att de nationella proven ar i linje
med kursplanens kunskapskrav och en stor proportion av uppgifterna erbjuder
eleverna mojlighet att utveckla och visa prov pa konceptuell forstaelse. Pa
motsvarande satt visas att lararskapade prov inte erbjuder eleverna samma mojlighet
utan de lararskapade proven domineras av imitativt resonemang (Palm m.fl., 2011, s.
241).

3.2.2 Larares och elevers uppfattningar om matematikdmnet ur ett
problemldsningsperspektiv

Den traditionella undervisningspraktiken har ett hart grepp om matematikdmnet och
lararnas uppfattningar om problemldsning har en stark koppling till praktiken i
klassrummet (Boesen m.fl., 2014, s. 84; Dagnew, 2017, s. 8; Donaldson, 2011, s. 65).
Dagnew (2017, s. 4-5) visar att en stor majoritet av ldrarna anser att en traditionell
undervisning ar att foredra och nastan 93% anser att problemldsning kan liknas vid
en uppsattning regler att beharska samt att over tre fjardedelar av lararna ar
motstandare till att borja en lektion genom att 16sa ett matematiskt problem. I linje
med detta resonemang menar Bergqvist och Lithner (2012, s. 268) att det finns
indikationer pa att larare uppfattar att endast hogpresterande elever har nytta av
problemlésning och CMR, och andelen underkdnda elever skulle 6ka om andelen
CMR Okas i undervisningen. Dagnew (2017, s. 11) menar vidare att trots att ldrarnas
uppfattningar har ett starkt inflytande pa deras praktik har det observerats att larare
trots en icketraditionell uppfattning om problemldsning paverkas av omgivningen
och anda har en traditionell praktik i klassrummet. Boesen m.fl. (2014, s. 83) tolkar
ovanstaende genom begreppet filtrering, vilket forklaras med att vissa
kompetensmal avgrdansas och omtolkas i termer av andra, for den enskilde lararen,
viktigare mal. Det kan fa konsekvensen att aspekter av kompetensmalen inte far
genomslag i undervisningen. Denna filtrering far till foljd att lararna tolkar kursplanen
genom att plocka ut det som de anser stamma O6verens med sin egen uppfattning om
matematikundervisning och forskjuter darigenom klassrumsrumspraktiken fran
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styrdokumenten i riktning mot sin egen uppfattning. Dessa uppfattningar hos lararna
bekraftar och styrker elevernas uppfattningar och bidrar pa sa satt till att befasta den
traditionella matematikundervisningens dominerande position bestaende av
larargenomgang foljt av eget rdaknande i laroboken, dar larargenomgangarnas
uppgifter och exempel oftast inte innehaller nagon reflektion kring sjalva
problemldésningen som om den gjordes for forsta gangen (Bergqvist & Lithner, 2012,
s. 267).

Elevers generella uppfattning av matematikamnet och sattet som de angriper
matematiska problem har en hog korrelation och paverkar deras mojligheter till
larande (Schoenfeld, 1992, s. 359). Elevers uppfattning av matematikdmnet bestar
inte sdllan av uppfattningen att samtliga uppgifter pa kort tid gar att 16sa med en
kdnd lésningsmetod och att bara vissa elever kan forstda matematik (Schoenfeld,
1985, s. 43). Denna uppfattning innebar att eleverna kdnner en frustration och en
osdkerhet infor att anvanda ett kreativt resonemang och istallet valjer att forsdka
imitera kinda metoder eftersom de kanner en trygghet i denna typ av resonemang
daven om kreativt resonemang i vissa fall visade sig vara en tankbar I6sningsstrategi.
Tydligt ar att elevers uppfattningar paverkar valen av l6sningsstrategier (Jader m.fl,,
2015, s. 122). Laromedlens utformning dar problemldsning inte sallan kommer sist i
bockerna placerade bland de svaraste uppgifterna (Jader m.fl., 2019, s. 12) och
lararnas uppfattningar starker elevernas uppfattning kring problemldésning och
problemldsningsuppgifter och visar att elever soker den enkla viagen via lotsning,
antingen med hjalp av lararen eller via nagon kamrat i stallet for att sjalv kimpa med
problem som kraver en utmaning (Sidenvall, 2019, s. 52). Forskning motsatter sig
larobockernas utformning och menar att ett larande genom CMR ar mer effektivt for
de matematiskt svagare eleverna som ar vana att fora imiterande resonemang, IR,
och fordelarna som upplevs beskrivs som att eleverna far maojlighet att kimpa och
darigenom skapar en konceptuell kunskap och forstaelse (Jonsson m.fl., 2014, s. 30).



4 Ramverk for analys av resonemang

Det har avsnittet behandlar matematiskt resonemang och problemldsning ur ett
teoriperspektiv utifran det konceptuella ramverk som utgdér grunden fér denna
studie. Ett begreppsramverk ar en struktur av nodvandiga begrepp och argument
som tjanar som bas for det som ska studeras (Lester, 2005, s. 458). Lithner (2008, s.
256) beskriver att just detta begreppsramverk fungerar som en konceptuell ram med
argument for de begrepp som utreds och relationerna mellan dem.

4.1 Resonemang, problemlosning och l6sningsmetod

| bakgrunden ovan definieras matematiskt resonemang som resultatet av en
tankeprocess som utforts for att skapa argument och na slutsatser vid 16sning av
matematiska uppgifter (Lithner, 2008, s. 257).

Lithner, 2008 (s. 257) beskriver att vid 16sning av matematiska uppgifter skapas en
resonemangssekvens i fyra steg.

1. En uppgift betecknas som en problematisk situation om det inte ar uppenbart hur
man ska ga vidare.

2. Ett strategival gors, som omfattar allt fran procedurer till generella metoder och
strategin kan valjas, skapas, aterskapas, upptackas, gissas etc. Det kan
supporteras av férutsdagande argumentation: Varfor loser denna metod
problemet?

3. Strategin implementeras och supporteras av verifierande argumentation: Varfor
|6ste metoden problemet?

4. En slutsats dras.

Lithners (2008, s. 258-267) ramverk som presenteras i ndsta avsnitt syftar till att
bestamma och karakterisera olika typer av resonemang. Lithner, 2008 (s. 257)
beskriver en modell for resonemangets ursprung, se fig. 1, som illustrerar
definitionen av begreppet resonemang som resultatet av en tankeprocess som
utforts for att skapa argument och na slutsatser vid |I6sning av matematiska uppgifter.
Elevens tankebanor dr beroende av elevens férstaelse som i sin tur formas i den
larmiljo som eleven befinner sigi. Modellen i fig. 1 skapar en maojlighet att forsta vilka
tankebanor som ar aktiverade da dess begransningar ar elevens forstaelse och
larmiljo (Lithner, 2008, s. 256). | miljon inkluderas allt som eleven kommer i kontakt
med, det vill sdga allt som beror eller som berérs av eleven, i en larsituation
(Brousseau, 1997, s. 30).

Resonemangssekvens

v

Larandemiljo Elevens forstaelse Tankeprocess

Fig.1 Resonemangets ursprung (Lithner, 2008, s. 256).
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4.2 Ramverk for analys av resonemang

Lithners (2008, s. 256) modell, fig. 1, hanger intimt samman med Lithners (2008, s.
258-267) ramverk for analys av olika typer av resonemang som ligger till grund for
detta examensarbete. Modellen i fig. 1 beskriver att elevens forstaelse och larmiljon
bada begrédnsar elevens tankeprocesser i elevens resonemang. Det innebar att
definitionen av resonemang aven omfattar resonemang som inte ar baserade pa
bevis och formell logik och resonemanget kan till och med vara felaktigt sa lange det
bygger pa argument som uppfattas som rimliga utifran den resonerande elevens
forutsattningar (Lithner, 2008, s. 256).

Lithners ramverk, som visas i fig. 2, delar in matematiskt resonemang i tva
huvudkategorier, imitativt och kreativt resonemang. En av grundidéerna med
Lithners ramverk ar att ett resonemang som bygger pa utantillarande kategoriseras
som imitativt och motsatsen ar ett kreativt resonemang (Lithner, 2008, s. 256). For
att ett resonemang ska kunna kategoriseras som kreativt (CMR) maste tre krav
tillgodoses (Lithner, 2008, s. 266):

1. Nytt. Ennyeller en for uppgiftslosaren aterupptackt resonemangssekvens skapas.

2. Rimligt. Strategivalet ska vara medvetet och argumenten ska visa varfor
slutsatserna ar sanna eller rimliga.

3. Forankrat. Strategivalet ska motiveras med relevanta matematiska argument.

| definitionen av CMR genom de tre punkterna ovan urskiljs tva utmaningar som inte
finns i IR. En kreativ utmaning som innebar att skapa en ny metod och en konceptuell
utmaning som baseras pa den hansyn till de i l6sningen ingdende matematiska
begreppen som ar nodvandig (Lithner, 2008, s. 267). Enligt fig. 2 noteras en
uppdelning av det kreativa matematiska resonemanget i en global del och i en lokal
del dar globalt CMR omfattar hela eller atminstone en storre central del av
uppgiftslosningen och lokalt CMR omfattar en mindre central del eller ett antal
begransade delar av uppgiftslosningen (Lithner, 2004, s. 419). Ett imitativt
resonemang baseras pa att uppgiftslosaren imiterar en valbekant I6sningsmetod eller
algoritm. Det imiterande resonemanget delas in i olika resonemangstyper beroende
varifran resonemanget hamtas ifran och noterbart ar att ett imitativt resonemang
endast innefattar ytliga resonemang som inte omfattar djup matematisk forstaelse.

Kreativt matematiskt

Imitativt resonemang (IR) resonemang (CMR)

Algoritmiskt resonemang (AR)
Memorerat

resonemang
(MR)

Globalt Lokalt
Bekant Begransat Elevlotsat Lararlotsat Textlotsat (CMR) (CMR)
(AR) (AR) (AR) (AR) (AR)

Fig 2. Sammanstdllning av olika typer av resonemang enligt Lithners (2008, 258—267) ramverk.

Det imitativa resonemanget delas in i tva huvudkategorier, memorerat resonemang
och algoritmiskt resonemang dar ett memorerat resonemang maste uppfylla tva krav
(Lithner, 2008, s. 258).

1. Strategivalet grundas pa att memorera en korrekt |6sning.
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2. Implementeringen av strategin bestar bara av att skriva ner den utan att nagra
andra argument for strategin tas i beaktan.

Ett tydligt exempel pa memorerat resonemang ar att lara sig varje steg i en
matematisk bevisprocess utantill och skriva ner I6sningen fran minnet, vilket innebar
en risk att nagot steg i processen kan falla bort ur minnet och helheten férsvinner
(Lithner, 2008, s. 258).

Imiterande resonemang som i sin helhet inte kan tas direkt fran minnet utan baseras
pa ytliga val av tillgangliga I16sningsmetoder som uppgiftsiésaren tror passar den givna
situationen kategoriseras som algoritmiska resonemang (AR). Lithner (2008, s. 259)
beskriver att foljande krav uppfylls vid algoritmiska resonemang.

1. Strategivalet grundas pa att komma ihdag en algoritm som I6sningsmetod.
Argumentationen kan se ut pa olika satt men ingen ny l6sningsmetod behdver
skapas.

2. De sekvenser av resonemang som uppfattas som konceptuellt svara av eleven
omfattas av den ihagkomna algoritmen och de av eleven uppfattade som enkla
delarna aterstar. Darfor kan endast ett slarvfel férhindra att ratt [6sning erhalls.

Algoritmiskt resonemang (AR), vars huvudutmaning ar att finna lamplig algoritm,
delas in tre olika kategorier beroende pa varifran algoritmen hamtas: Bekant AR,
begransat AR och lotsat AR.

Bekant AR baseras pa strategival dar uppgiftslosaren kdnner igen uppgiften eller
uppgiftstypen och darigenom kdnner uppgiftslosaren ocksa igen losningsmetoden
(Lithner, 2008, s. 262). Bekant AR &r vanligt och det ofta implicita argumentet som
overtygar uppgiftslosaren att anvanda bekant AR som l6sningsstrategi baseras inte
sallan pa likartade oOvningsuppgifter som gjorts tidigare (Lithner, 2008, s. 262).
Igenkdnnandet kan ocksa besta av vissa ord eller grafer i sjalva uppgiften som innebar
att en viss lI6sningsmetod kan anvandas (Lithner, 2008, s. 262).

| begransat AR valjs algoritmen utifran ett antal mojliga algoritmer inom ett omrade
dar eleven tror att algoritmen finns. Eleven gor ytliga kopplingar mellan uppgiften
och lampliga algoritmer och provar sig fram bland olika I6sningsmetoder. Begransat
AR éar vanligt om bekant AR eller lotsat AR inte fungerar (Lithner, 2008, s. 263).

Den tredje och sista varianten av algoritmiskt resonemang beskrivs av som lotsat AR
dar lotsningen, guidningen, kommer fran en extern kélla och dar eleverna far hjalp
till ratt l6sning utan en djupare forklaring pa viktiga samband. Det skiljs pa
personlotsat, det vill siga lotsning fran larare eller fran elev, och textlotsat AR
(Lithner, 2008, s. 263-265). Vid larar- eller elevlotsat AR sker valet av algoritm inte
genom uppgiftsldsaren utan genom den person som utfor lotsningen. | textlotsat AR
kommer valet av algoritm fran nagon ytlig likhet mellan uppgiften och ett exempel,
en definition, en regel eller ndagot annat som kommer fran en skriven kalla som
exempelvis laroboken eller en provuppgift. Implementeringen av den valda
algoritmen &r inte férankrat med nagra andra argument och sker utan verifikation
(Lithner, 2008, s. 263-265).
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4.3 Den hir studiens anpassade ramverk for analys av
problemlésningsuppgifter

Den har studien soker svar pa foéljande fragor:

e Hur stor andel uppgifter i de lararskapade problemldsningsuppgifterna i
Kunskapsmatrisens uppgiftsbank for kursen Ma2b erbjuder eleverna
moijlighet till CMR?

e Hur paverkar uppgifternas svarighetsgrad andelen CMR?

| den har studien jamfors lararskapade problemldsningsuppgifter med liknade
exempel i en utvald larobok eller i sjdlva uppgiften och saledes ar textlotsat AR det
som soks i studien. Fragestallningarna ovan i kombination med att textlotsat AR &r
den enda form av IR som ar majligt att finna i den har studien innebar att Lithners
ramverk i fig. 2 kan anpassas. Ett anpassat ramverk enligt fig. 3 kommer darfor att
gélla som underlag for den har studiens svar pa fragestallningarna ovan och detta
ramverk benamns i fortsattningen som det anpassade ramverket. Enligt det
anpassade ramverket utgors skillnaden mellan CMR och IR uteslutande om det gar
att finna ndgon form av textlotsning vid uppgiftslosning via laroboken. Benamningen
IR behalls dock trots att det forhaller sig om textlotsat AR for att halla den
overgripande nivan (IR / CMR) intakt i det anpassade ramverket. Det anpassade
ramverket delar i likhet med Lithners (2008, s. 258-267) ramverk in CMR i tva
kategorier, lokalt och globalt. Anpassningen baseras pa forskning som visar att elever
som loser uppgifter som kategoriserats som IR-uppgifter ocksa lI6ser uppgifterna med
IR-resonemang (Jader m.fl., 2015, s. 118).

Kreativt matematiskt resonemang (CMR)

Imitativt resonemang (IR)
Globalt (CMR) Lokalt (CMR)

Fig. 3 Sammanstdlining 6ver studiens anpassade ramverk baserat pd Lithners (2008, 258-267)
ramverk.
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5 Metod

| detta avsnitt presenteras metoden som valts for studien. Urvalet av uppgifter och
laromedel presenteras tillsammans med forskningsetiska Overvaganden.
Analysmetod med exempel fran studien presenteras, validitet och reliabilitet
diskuteras.

5.1 Metodval

Metoden som anvands for den har undersokningen ar en kvalitativ
uppgiftskategorisering. Lararskapade problemldsningsuppgifter granskas och
kategoriseras efter ett anpassat ramverk som beskrivs i avsnitt 4.3 Den hdr studiens
anpassade ramverk fér analys av problemlésningsuppgifter. Ramverket forutsatter
att laromedel ingar som en komponent i granskningen.

5.2 Urval

Urvalet ar uppdelat i tva delar dar sjdlva problemlésningsuppgifterna ar ena delen
och andra delen bestar av laromedel i form av larobok.

5.2.1 Urval av lararskapade problemuppgifter

For att fa tillgang till uppgifter som skapats av larare anvands Kunskapsmatrisens
uppgiftsbank bestdende av ca 14 000 uppgifter. Kunskapsmatrisen ar ett digitalt
hjalpmedel for larare som anvands pa 6ver 700 skolor i Sverige déar varje kurs har sin
egen uppgiftsbank. Varje amne ar nedbrutet i kurs, centralt innehall och moment
(Kunskapsmatrisen, 2020).

Uppgifterna i banken skapas dels av Kunskapsmatrisens anstallda larare och dels av
verksamma larare i Sverige dar huvuddelen av uppgifterna ar skapade av ldrare ute i
landet. Majoriteten av de hos Kunskapsmatrisen anstéllda lararna ar ocksa
verksamma i svenska klassrum. Brunstrom (personlig kommunikation, 18 maj 2020)
beskriver att kvalitetssakringsprocessen som att alla uppgifter kvalitetssakras innan
publicering i uppgiftsbanken genom ett team av Kunskapsmatrisens anstallda larare
som i samrad dar koncensus krdvs granskar uppgift och bedémningsanvisning i
enlighet med gallande styrdokument (Skolverket, 2011, s. 111-113). Ungefar en
tredjedel av inkommande uppgifter uppfyller enligt den interna kvalitetskontrollen
kraven for att publiceras for 6vriga anvdandare Brunstrom (personlig kommunikation,
18 maj 2020).

Varje uppgift i Kunskapsmatrisen uppgiftsbank ar kategoriserad enligt en matris (fig.
4) som utgors av kombinationen av vilka matematiska férmagor som testas och vilken
svarighetsgrad uppgiften har det vill sdga pa vilken niva eleverna ges mojlighet att
visa sina férmagor enligt gadllande kunskapskrav (Skolverket, 2011, s. 90, 114-115).
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De utvalda uppgifterna harstammar fran tvd omraden och behandlar linjara
funktioner och geometri i kursen Ma2b. Geometriomradet i Kunskapsmatrisen ar
uppdelat i fem avsnitt (fig. 4) dar probleml6sning i geometri ar alternativet som valts.
Urval kan goras utifran svarighetsgrad, dar samtliga svarighetsgrader ar
representerade i urvalet och utifran matematisk férmaga, dar urval endast gors
utifran problemldsningsformaga. Corell (personlig kommunikation, 3 juni 2020)
beskriver att kategoriseringsprocessen ingar i kvalitetsgranskningen och bestar av tre
steg. (1) Lararen som skapar uppgiften med tillhérande bedémningsinstruktion goér
en egen kategorisering av uppgiften enligt matrisen i fig. 4. (2) Kategoriseringen och
beddmningsinstruktionen ingar i Kunskapsmatrisens kvalitetskontroll som granskar
och andrar kategorisering och beddmningsinstruktion vid behov. (3)
Kvalitetsindikatorer fas nar larare anvander uppgiften vid prov genom att
Kunskapsmatrisen ser om larare utnyttjar mojligheten att andra kategorisering och
bedomningsinstruktion.  Kvalitetsindikator fds ocksa genom  uppgiftens
|6sningsstatistik. Vid avvikelser med avseende pa kvalitetsindikatorerna granskas
uppgiften pa nytt. Kvalitetsgranskningen av kunskapsmatrisens uppgifter ar saledes
av intern karaktar och det finns ingen extern kvalitetskontroll som kan kontrollera
den interna kontrollens resultat med avseende pa huruvida en uppgift som
kategoriserats som problemldsningsuppgift verkligen mater
problemldsningsformagan. Det ska i sammanhanget sdgas att forhallandet ar likartat
gillande extern kvalitetsgranskning av svenska laromedel da den statliga
laromedelsgranskningen avskaffades 1991 (Johnsson Harrie, 2009, s. 10).

Oberoende av kvalitetskontroll ar uppgifterna i banken skapade av larare och bedéms
darfor fungera som underlag for den héar studien eftersom fokuset ligger pa just
problemldsningsuppgifter skapade av larare. Kursen Matematik 2b valjs for studien
darfor att den forekommer pa flertalet program i gymnasieskolan och for att
forfattaren har mer erfarenhet av undervisning i den kursen an av nagon annan
matematikkurs. Urvalet av uppgifterna som avser linjara funktioner ar valda pa
samma satt.

S6k uppgifter Andra inneha

Geometri/ Problemisning geomeri |

Automatratning Har ingen betydelse ¥ B
Minirdknare Har ingen betydelse ¥ ] V][]
Uppgifistyp & .

Fig. 4 Utdrag ur Kunskapsmatrisens uppgiftsurval
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Urvalet genererar 104 uppgifter med avseende pa linjara funktioner och 46
geometriuppgifter, totalt 150 uppgifter. En begransning av uppgifterna behandlande
linjara funktioner till 50 st. gors genom ett stratifierat urval (Holme & Solvang, 1996,
s. 185) gallande svarighetsgrad sa att samma forhallande mellan de olika
svarighetsnivderna bibehalls.  Totalt valjs 96 uppgifter ur Kunskapsbankens
uppgiftsbank ut till studien. Under undersokningen har tva uppgifter delats med
anledning av att uppgifterna bedomts ha olika karaktar och darfor ar det totala
antalet uppgifter i studien 98 st.

5.2.2 Urval av liromedel

For att avgora vilken typ av resonemang uppgifterna erbjuder kravs nagon form av
referensobjekt och enligt Bergqvist och Lithner (2012, s. 268) domineras den svenska
matematikundervisningen i gymnasieskolan av laroboken, vilket gor det naturligt att
anvanda en larobok som referensobjekt for studien.

Liknande studier utifran Lithners ramverk har tidigare gjorts som fokuserar pa elevers
mojligheter for kreativt matematiskt resonemang i uppgifter i olika landers laromedel
(Jader m.fl., 2019) samt med fokus pa vilka typer av matematiskt resonemang som
erbjuds i lararskapade prov jamfért med de nationella proven (Palm m.fl.,, 2011). |
den har studien analyseras uppgifter i Kunskapsmatrisens uppgiftsbank i forhallande
till en larobok, dar Kunskapsmatrisens uppgifter ar ett komplement till laroboken,
vilket innebar att studiens resultat ska ses i beaktan av att eleverna antas arbeta med
ett tillgangligt laromedel. Antagandet baseras pa att flera studier visar larobokens
dominans i undervisningen (Andrews & Larson, 2017, s. 114; Bergqvist & Lithner,
2012, s. 268; Jader, 2019, s. 52). Detta gor att hela laroboken, det vill sdga samtliga
forklaringar, losta exempel och 6vningsuppgifter raknas som referensmaterial i
studien. Detta hade inte varit fallet om intentionen hade varit att ersatta larobokens
ovningar med Kunskapsmatrisens uppgiftsbank, da hade referensunderlaget bestatt
av larobokens forklaringar och l6sta exempel. Som underlag for studien valdes
bokserien Matematik 5000, vilken visat sig vara vanligt forekommande (Jader m.fl.,
2019, s. 6). Palm m.fl. (2011, s. 230) véljer olika laromedel i sin studie baserat pa vilket
laromedel som anvands av den enskilde lararen, vilket inte &r genomforbart i den hér
studien da vi omajligt kan veta vilket laromedel enskilda larare anvander. Nyttan att
i den hér studien viélja olika laromedel som referens skulle vara begransad eftersom
fordelningen av IR och CMR-uppgifter inte skiljer ndmnvart bland olika internationella
laromedel (Jader m.fl., 2019, s. 12), vilket innebéar att jag gér bedomningen att
liknande forhallande géller pa ett nationellt plan. Eftersom majligheterna till att ta
reda pa vilket laromedel som &r vanligast forekommande i gymnasieskolan i dag
ocksa ar begrénsade sa beslutar jag mig for att basera mitt val pa samma underlag
som Jader m.fl. (2019, s. 6) och anvander Matematik 5000, kurs 2b, grén IGrobok. Den
laromedelsserien valdes utifran att den var den mest férekommande bland
respondenterna i studien (Jader m.fl., 2019, s. 6). Matematik 5000 &r uppdelad i fyra
kapitel med rubrikerna 1. Algebra och linjira modeller, 2. Algebra och ickelinjéra
modeller, 3. Geometri och 4. Statistik. Varje kapitel omfattar mellan 50 och 80 sidor
och representerar en del av det centrala innehallet for kursen (Skolverket, 2011, s.
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110-111). Varje kapitel ar indelat i mellan tre och fem avsnitt som aven de
representerar en del av det centrala innehallet och varierar mellan knappt tio sidor
till drygt 20 sidor, vilket innebar att laromedlet i sin uppbyggnad foljer det centrala
innehallet for kursen (Alfredsson m.fl., 2012, s. 4-5).

5.3 Analysmetod

Detta avsnitt behandlar de analysmetoder som anvands i studien.

5.3.1 Ramverk for analys av elevers matematiska resonemang

Grunden for analysen i denna studie ar Lithners (2008, s. 258-267) ramverk for
matematiskt resonemang dar det gors en distinkt skillnad mellan ett kreativt
matematiskt resonemang (CMR) och ett imiterande resonemang (IR). Ramverket
appliceras i studien i en anpassad form baserat pa fragestallningarnas fokus pa att
avgora i vilken omfattning elever erbjuds CMR i lararskapade problemuppgifter samt
hur uppgifternas svarighetsgrad paverkar andelen CMR. Det fér den har studien
anpassade ramverket ses i fig. 3.

5.3.2 Metod for analys av matematiska uppgifter

Analysen av de matematiska uppgifterna i Kunskapsmatrisens uppgiftsbank baseras
pa Palms m.fl. (2011, s. 229) metod for kategorisering av matematikuppgifter fran
gymnasieprov som forfinats fran Lithners (2004) analys av uppgifter i
universitetslaromedel och som i justerad form dven anvants av Jader m.fl. (2019). Jag
valjer att utga ifran Palms m.fl. (2011, s. 229) metod pa grund av att det &r anpassat
for att analysera forekomsten av textlotsning i sjalva uppgiften samt férekomsten av
textlotsning med hjalp av larobokens évningar och exempel. Valet baseras pa att i
avsnitt 4.3 Den hdr studiens anpassade ramverk fér analys av problemlésnings-
uppgifter faststalls att den enda form av imitativt resonemang som den har studien
kan upptacka ar textlotsat AR.

Analysen av varje uppgift sker i féljande steg (Palm m.fl., 2011, s. 229-230):

1. Beskrivning av uppgiftens I6sningar och identifiering av mojliga |I6sningar som kan
|6sa uppgiften. Notering av satt svarighetsniva.

2. Beskrivning av uppgiften, med avseende pa variablerna nedan.

3. Sokning efter motsvarande évningar och exempel i laroboken som kan l6sas med
samma metod eller algoritm.

a. |detavsnittildroboken som behandlar samma matematiska innehall som
uppgiften.
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b. Idet kapitel i laroboken som behandlar samma matematiska innehall som
uppgiften.

4. Undersokning pa vilka satt det finns en rimlighet att eleverna kan upptacka
sadana likheter mellan laroboken och uppgiften i de évningar och exempel som
identifierats i punkt 3 sa att uppgiften gar att |6sa med samma I6sningsmetod.
Granskningen av bade uppgiften och larobokens évningar och exempel sker med
avseende pa variablerna nedan. Variablerna ar hierarkiskt rangordnade med
avseende pa lésningsmetoden, vilket innebar att 6verensstammelse av variabel 5
mellan uppgift och bokens exempel saknar betydelse om variabel 2 inte stammer
overens.

5. Faststall och argumentera for kategoriseringen.

5.3.2.1 Variabler for kategorisering

1. Uppgift. Vad fragas efter? En uppgift innehaller implicit eller explicit nagon form
av fraga eller en instruktion om att utféra nagot. Om eleven kdanner igen uppgiften
fran laroboken eller kan gora kopplingar mellan ett exempel i laroboken sa kan
eleven dra slutsatsen att uppgiften kan l6sas med samma l|6sningsmetod.
Svarighetsnivan noteras, det vill sdga pa vilken niva eleverna ges majlighet att visa
sina matematiska formagor, och i de fall dar en uppgift har flera svarighetsnivaer
har den hogsta niva varit gallande. Exempelvis har en uppgift som ger bade c- och
a-poang vid korrekta I6sningar kategoriserats som a-uppgift.

2. Explicit information om situationen. Det ar inte ovanligt att uppgiften arinbaddad
i en nagon form av kontext. Den explicita informationen bestar av tva delar: (l)
Matematisk explicit information (givna termer, givna varden etc.) och (Il) Explicit
information om kontexten. De matematiska komponenterna i uppgiften kan
indikera en l6sningsmetod om eleven kanner igen likheten med larobokens
komponenter och som dar I6ses med en viss metod. Exempelvis om tva
sannolikhetsvarden ges i uppgiften, ett for vart och ett av tva handelser, och
uppgiften fragar efter ett tredje varde och de flesta av 6vningarna i laroboken dar
tva sannolikhetsvarden ingar ar losbara genom att multiplicera de tva givna
vardena. Detta kan visa for eleven att uppgiften ar l6sbar med denna metod. En
uppgift som i kontexten innehaller termer som kontantinsattningar och ranta kan
indikera for eleven att uppgiften gar att |6sa med en algoritm med geometriska
summor om ldrobokens exempel I16ses med denna metod.

3. Representationer. Vilken form av representation som anvands i uppgiften (bilder,
symboler, grafer, tabeller) kan antingen gora det lattare eller svarare for eleven
att kdanna igen uppgiften fran laroboken.

4. Sprdkliga drag. De analyserade uppgifterna inkluderar ord och kan darfor ha olika
sprakliga sardrag. Dessa kan ha en semantisk karaktar (betydelsen av ord och
meningar) eller av en syntaktisk karaktar (t.ex. textlangd, val av siffror eller ord,
svarigheter med grammatik). Den semantiska delen hanvisar till matematiska
termer och nyckelord eller fraser som kan fungera som verbala ledtradar till en
I6sning. Det har visats att nyckelord kan paverka vilka I6sningsmetoder eleven
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valjer (Hegarty m.fl., 1995, s. 29). Till exempel, om de flesta av
laroboksuppgifterna som innehadller termen "maximalt" kan I6sas genom
derivering och stalla derivatet lika med noll, kan detta medféra att elever
tilldmpar denna algoritm ocksa pa andra uppgifter med samma term.

5. Tips i sjdlva uppgiften. Exempelvis om det i uppgifter star “anvand derivata for
att...”, vilket direkt leder eleven mot en specifik I6sningsmetod.

6. Svarsformat. Formatet for svaret (kortsvar, vdlja mellan olika alternativ, ett
utforligare svar etc.) kan gora uppgiften mer eller mindre lik larobokens exempel.

5.3.3 Kategorisering av uppgifter

Studiens fragestallningar baseras pa en kategorisering gors av uppgifterna i antingen
CMR eller IR. Kategoriseringen i detta avsnitt utgar fran Palms m.fl. (2011, s. 229—
232) kategorisering av uppgifter.

Uppgiften kategoriseras som IR-uppgift om nagon av féljande punkter uppfylls:

e Minst ett exempel gar att finna i laroboken med samma I6sningsmetod och
dar eleverna kan goéra kopplingar till 16sningsmetoden med avseende pa
variablerna nedan.

e Sjdlva uppgiften innehaller formler eller exempel som kan 16sa hela uppgiften.

Uppgiften kategoriseras som CMR-uppgift om ingen av punkterna ovan uppfylls. Det
finns alltid en mojlighet for CMR i alla uppgifter men forskning visar att om det finns
mojlighet for elever att anvdnda ett imitativt resonemang sa anvands det (Jader m.fl.,
2015, s. 118). Palm m.fl. (2011, s. 231) lagger i sin studie av nationella prov tyngd pa
att minst tre exempel pa samma losningsmetod ska presenteras i laroboken for en
IR-kategorisering eftersom det dd handlar om att eleven ska komma ihag en
l6sningsmetod fran laroboken vid 16sning av en provuppgift. | den har studien, dar
Kunskapsmatrisens uppgifter ses som ett komplement till laroboken, har eleven
laroboken tillganglig under pagaende problemldsning. Darfér gors bedomningen att
ett exempel ar tillrackligt.

Begreppet CMR delas in i globalt CMR och lokalt CMR beroende pa graden av CMR
som erbjuds i uppgiften dar uppgifter som kategoriserats som lokalt CMR har storre
inslag av IR an de uppgifter som kategoriserats som globalt CMR dar inslagen av IR ar
mindre (Lithner, 2004, s. 419; Palm m.fl., 2011, s. 226). FOr att kategoriseras som
globalt CMR i den har studien kradvs att huvuddelen av uppgiften det vill sdga mer an
50% av uppgiften i jamforelsen bedoms |6sas med |6sningsmetoder som inte gar att
finna i larobokens 6vningar och exempel. For att kategoriseras som lokalt CMR kravs
att CMR ingar som en mindre del av den bedémda l6sningsmetoden och att det inte
gar att |6sa hela uppgiften med IR. Andelen CMR av l6sningsmetoden skall tolkas
kvalitativt och inte kvantitativt. Exempelvis om en uppgifts [6sningsmetod ar
uppdelad i fler an tva delar och endast en del kategoriseras som CMR och 6vriga delar
kategoriseras som IR kan uppgiften anda kategoriseras som globalt CMR om andelen
CMR, trots att andelen CMR kvantitativt inte uppgar till 50%, for att [6sa uppgiften i
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sin helhet bedéms vara mer an 50% av det totala matematiska resonemang som
uppgiften kraver.

5.3.4 Bedomningsinstruktioner och representationer

Vid uppgiftsanalysens forsta steg, identifiering av mdjliga 16sningar som kan 16sa
uppgiften anvands  tva parallella hjalpmedel. Dels nyttjas de
beddmningsinstruktioner som tillhor varje uppgift i Kunskapsmatrisens uppgiftsbank
for att soka mojliga elevlosningar och dels anvands KLAG-modellen som innebar
konkret, logisk/spraklig, algebraisk/ aritmetisk och grafisk/geometrisk uttrycksform
(Hagland m.fl., 2005, s. 32). Bedémningsinstruktionerna féljer samma monster och
utformning som de nationella provens bedémningsinstruktioner dar poang satts pa
E-/C-/A-niva for de formagor som testas i uppgiften (Skolverket, 2020). KLAG-
modellen nyttjas som ett hjalpmedel for att askadliggora olika uttrycksformer och
darigenom belysa mojliga elevldsningar i de fall som det anses behjalpligt. Alla
uttrycksformer ar inte alltid relevanta vid 16sning av uppgifterna. Uppdelningen enlig
KLAG-modellen gors for att finna olika typer av representationer men i verkligheten
ar det vanligt att eleverna blandar olika typer av uttryck i sina I6sningar.

5.4 Forskningsetiska 6vervaganden

Efter formulering av syfte och val av metod beddms att arbetet utan etikprévning
foljer de forskningsetiska anvisningar som ar uppsatta for Hogskolan Dalarna
(Hogskolan Dalarna, 2019). De fyra huvudkraven inom forskningsetik foljs
(Vetenskapsradet, 2002, s. 6). Informationskravet och samtyckeskravet uppfylls vid
de tva telefonintervjuer som goérs genom att muntligt informera om studiens
forskningssyfte, frivillighet fér medverkan och mojligheten att avbryta medverkan.
Konfidentialitetskravet beddms inte vara applicerbart da intervjun inte ingar i
datainsamlingsprocessen utan ar en informationsinhamtning om
Kunskapsmatrisen.se. Nyttjandekravet uppfylls genom att samtliga uppgifter endast
anvands for forskningsandamal.

5.5 Validitet och reliabilitet

Begreppet validitet refererar till i vilken utstrackning den forskning som genomforts
och eller den eller de metoder som anvands verkligen undersoker det som avses att
undersoka (Fejes & Thornberg, 2009, s. 218). Larsen (2009, s. 26) beskriver att
validitet betyder att informationen ar giltig och relevant, dvs. att insamlade data ar
de ratta for fragestdllningarna. Den har studiens validitet sdkerstélls genom att
Kunskapsmatrisens uppgiftsbank bygger pa ett brett urval av lararskapade uppgifter
fran knappt 1000 olika larare i landet och saledes inte pa ett snavt urval fran nagon
enstaka skola (Kunskapsmatrisen, 2020).
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Reliabilitet forklaras med studiens tillforlitlighet, vilket innebar graden av att samma
resultat kan upprepas vid olika matningar (Larsen, 2009, s. 81; Olsson & Soérensen,
2011, s. 123). Liknande studier utifran Lithners ramverk har gjorts tidigare som
fokuserar pa elevers mojligheter for kreativt matematiskt resonemang i uppgifter i
olika landers laromedel (Jader m.fl., 2019) samt med fokus pa vilka typer av
matematiskt resonemang som erbjuds i lararskapade prov jamfort med de nationella
proven (Palm m.fl., 2011), vilket innebar att ramverket kan anses som beprovat och
tillforlitligt. Slutligen kan det sdgas att forfattarens paverkan pa forskningsunderlaget
ar begransat i den man att det inte ar ndgra manniskor inblandade i underlaget som
bestar av en ldarobok och uppgifter i en uppgiftsbank. | en intervju- eller
observationssituation finns alltid en risk att informanten paverkas av situationen
(Larsen, 2009, s. 81). Vilket inte ar fallet i denna studie.

5.6 Exempel pa uppgiftskategorisering

Detta avsnitt visar nagra exempel pa problemlosningsuppgifter inom omradet linjara
funktioner utvalda utifran den av Kunskapsmatrisen satta svarighetsgraden sa att
uppgifter pa olika svarighetsniva behandlas, det vill sdga nivaerna pa vilka eleverna
ges mojlighet att visa sina formagor enligt gallande kunskapskrav (Skolverket, 2011,
s. 111-113). Exemplen visar ocksa kategorisering av uppgifterna i IR, lokalt CMR och
globalt CMR.

5.6.1.1 Uppgift 1 (E-niva)

”Johanna och Michael képer CD-skivor i London. CD-skivorna har férgmarkeringar
som kod fér priset. Johanna betalar 32 pund fér tva réda och en blg skiva. Michael
betalar 36 pund fér en réd och tre bla skivor. Johannas kép kan beskrivas med
ekvationen 2x +y = 32

a) Beskriv Michaels kép med en liknande ekvation
b) Anvdnd ekvationerna fér att berdkna priset pd en réd respektive en bld skiva

”

Steg 1: Losningen bestar av att beskriva Michaels kop med en liknande ekvation och
beradkna priset for en réd och en bla skiva. For att askadliggéra olika losningar i
uttrycksformer och representationsformer enligt KLAG-modellen som innebar
konkret, logisk/spraklig, algebraisk/ aritmetisk och grafisk/geometrisk uttrycksform
(Hagland m.fl., 2005, s. 32).

Exempel pa konkret uttrycksform:

Den hér representationen bedoms som langsokt i sammanhanget men tas med for
attillustrera en konkret representation. Eleven tar nagot konkret material exempelvis
post-itlappar som symboliserar Johannas och Michaels skivkop, det vill sdga totalt tre
roda och fyra bla skivor och fordelar totalt 68 pund i form av exempelvis tandstickor
pa post-itlapparna. Efter provning kan korrekt 16sning pa bade uppgift a och b hittas.

Exempel pa logisk/spraklig uttrycksform:
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Logisk representation omfattar resonemang uttryckt i text utan matematiska
symboler. Om ekvationen for Johannas kop ar 2x + y =32 sd innebar det att x star for
vad en rod skiva kostar eftersom Johanna kopte tva sadana. Hon kdpte ocksa en bla
skiva vilket da innebar att y star for priset for en bla skiva. Raknar vi pa enheterna sa
blir vansterledet st ganger pund per st, vilket innebar att hogerledet far enheten
pund, vilket stimmer med uppgiften att Johanna kopte skivor for 32 pund. Det
innebar att ekvationen for Michaels kdp enlig samma monster blir x + 3y = 36. Pris
per st kan [6sas med hjalp av ett ekvationssystem som I6ses med lamplig algebraisk
eller grafisk metod.

Exempel pa algebraisk uttrycksform:

Denna representation tillsammans med den grafiska bedoms vara de som flest elever
finner lampliga. Ser monstret fran Johannas ekvation likt logiska exemplet och
definierar variablerna som x = pris for en rod skiva och y = pris for en roéd skiva och
staller uppfoéljande ekvation: x + 3y = 36. Loser sedan ekvationssystemet med lamplig
algebraisk metod. Har substitutionsmetoden:

2 +y=32 (D 2+ y=32 (D
{x+3y=36 @ = {x=36—3y (2)

Substitution av (2) i (1) ger:

236 —-3y) + y=32 = -5y =-40 =y=28
Insattning i (2) ger:

x=36-3:-8 = x =12

Exempel pa grafisk uttrycksform: \
Eleven ser monstret fran Johannas ekvation 30
likt logiska exemplet och definierar
variablerna som x = pris for en réd skiva och
y = pris for en rod skiva och staller
uppfoljande ekvation: x + 3y = 36. Gor om ~~__|

ekvationerna till k-form 10
y=32-2x
y=12—x/3 ) 0 10 20 30 e
och l6ser sedan ekvationssystemet grafiskt, 10
se figur. Skarningspunkten ger:
{x =12
y=38

Uppgiftens losningsmetod kan saledes beskrivas i form att forst definiera variablerna
x och y, darefter stélla upp och l6sa ett ekvationssystem.

Steg 2: Beskrivning av uppgiften, med avseende pa variablerna.
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1. Uppgift. Vad fragas efter? a) Beskriv Michaels kop med en liknande ekvation. b)
Anvand ekvationerna for att berdkna priset pa en rod respektive en bla skiva.

2. Explicit information om situationen:
Tva roda och en bla skiva kostar 32 pund. En réd och tre bla skivor kostar 36
pund. Johannas kop beskrivs med ekvationen 2x +y = 32

Representationer i form av text med inslag av symboler, ingen graf.
Sprékliga drag: Inget svart sprak finns i uppgiften.
Del a ar ett tips for del b.

o U ok~ w

Kort svar i form av pris per st.

Steg 3: S6kning efter motsvarande 6vningar och exempel i laroboken som kan l6sas
med liknande metod eller algoritm:

Det finns ett identiskt exempel i laroboken i samma kapitel som kan I6sas med exakt
samma lésningsmetod (Alfredsson m.fl., 2012, s. 79).

Steg 4: Att undersoka pa vilka satt det finns en rimlighet att eleverna med avseende
pa variablerna nedan kan upptdcka samma l6sningsmetoder i larobokens 6vningar
och exempel som i uppgiften bland de 6vningar och exempel fran punkt 3. Resultatet
presenteras i tabellform (tabell 1) dar vanstra kolumnen visar uppgiften fran
Kunskapsmatrisens  uppgiftsbank. De skuggade partierna indikerar en
overensstammelse mellan uppgiften och bokens exempel. Helt skuggad ruta innebar
total Overensstammelse, annars ar de delar av texten som Overensstammer
skuggade.

Uppgift 1 Ex 14s.79

Vad fragas efter? a) Beskriv Michaels kop med en liknande a) Beskriv Michaels kop med en liknande
ekvation. b) Anvand ekvationerna for att ekvation. b) Anvand ekvationerna for att
berdkna priset pa en rod respektive en bla  berdkna priset pa en rod respektive en bla
skiva. skiva.
Generellt: Berdkna varde per st. Generellt: Berdkna varde per st.

Explicit information: Tva réda och en bla skiva kostar 32 pund. Tva roéda och en bla skiva kostar 32 pund.
En rod och tre bla skivor kostar 36 pund. En rod och tre bla skivor kostar 36 pund.
Johannas kop beskrivs med ekvationen 2x + Johannas kép beskrivs med ekvationen 2x +
y = 32 (Kontext: Skivaffar i London). y = 32 (Kontext: Skivaffar i London).

Representationer: Text med inslag av algebra ingen graf. Text med inslag av algebra ingen graf.

Sprdkliga drag: Inget svart sprak Inget svart sprak

Tips: Del a &r ett tips for del b. Del a &r ett tips for del b.

Svarsformat: Kort svar i form av pris per st. Kort svar i form av pris per st.

Tabell 1. Steg 4, uppgift 1. Jamférelse mellan uppgift och ldrobokens exempel med avseende pd
variablerna i avsnitt 5.3.2.1 Variabler fér kategorisering.
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Steg 5: | steg 3 hittas ett exempel i laroboken med exakt samma l6sningsmetod. |
och med att bokens exempel ar identiskt formulerat kan vi utifran samtliga variabler
i steg 4 utga ifran att eleverna har mycket goda mojligheter att 16sa hela uppgiften
med IR. Utifran stegen ovan kategoriseras uppgiften som IR.

5.6.1.2 Uppgift 2 (C-och A-niva)
Uppgiften kategoriseras som A-niva, se avsnitt 5.3.2.1 Variabler fér kategorisering.

”Bestdm algebraiskt ldngden av strdckan mellan skédrningspunkten fér graferna till
funktionerna
f(x) =x?+ 6x— 16 och g(x) = x - 2. Svara exakt”

Representationsformen for den har uppgiften ar styrd eftersom det kravs en
algebraisk 6sning. Uppgiften ar komplex for kursen och 16sningen sker i flera steg dar
modellerings-, procedur-, kommunaktions- och problemlésningsférmagorna
aktiveras. Losningen syftar till att bestamma strackan mellan skarningspunkterna.
Moijlig algebraisk |6sningsmetod presenteras nedan.

Steg 1: En l6sningsmetod baserad pa uppgiftens bedémningsinstruktioner ar att finna
skarningspunkterna genom att stalla upp ett ekvationssystem och darefter berdkna
langden pa strackan mellan skarningspunkterna:

(1) flx) = g(x) = y.
(2) Det ger foljande ekvationssystem som |l6ses med substitutionsmetoden:

{yz x> + 6x- 16 (1)
y=x-—2 (2)

(3) Insattning av ekvation (2) i ekvation (1) ger en andragradsekvation som |6ses med
pg-formeln:

x—2=x*+6x-16 = x*+5x-14=0 = x;,=20chx,=-7

(4) Ta fram skarningspunkterna genom insattning i en av ekvationerna. | detta fall
ekv, (2):

x=2gery=2—2=0o0chx=-7gery= —7—2=-9 ger

Skarningspunkterna (2,0) och (—7,—-9)

(5) Beraknar strackan med avstandsformeln:

d=+(-7-2)2+(-9-0)2 =81 +81 =972
(6) Svarar 9v2 le
24



Steg 2:

1. Uppgift. Vad fragas efter? Uppgiften fragar efter avstandet mellan
skarningspunkterna.

2. Explicit information om situationen: f(x) = x? + 6x — 16 och g(x) = x - 2. Algebraisk
[6sning.

Representationer i form av text och symboler.
Sprakliga drag: Inget svart sprak och inga nyckelord finns i uppgiften.

Inga specifika tips av matematisk karaktar gar att finna.

o U ok~ ow

Kort svar i form av storhet och enhet

Steg 3: Uppgiften bestar av tvda huvudmoment. Faststdlla skarningspunkter och
berdakna avstandet mellan punkterna. Det finns inget exempel i laroboken dar
skarningspunkter mellan linje och andragradskurva ska bestimmas. Det finns manga
exempel med samma l6sningsmetod, varav tre ar |[6sta exempel, dar avstand mellan
givna punkter ska bestammas (Alfredsson m.fl., 2012, s. 196-197).

Steg 4: Att undersoka pa vilka satt det finns en rimlighet att eleverna med avseende
pa variablerna nedan kan upptdcka samma l6sningsmetoder i larobokens 6vningar
och exempel som i uppgiften bland de 6vningar och exempel fran punkt 3. Resultatet
presenteras i tabellform (tabell 2) dar vanstra kolumnen visar uppgiften fran
Kunskapsmatrisens  uppgiftsbank. De skuggade partierna indikerar en
overensstammelse med bokens exempel. Helt skuggad ruta innebdr total
Ooverensstammelse, annars ar de delar av texten som Gverensstammer skuggade.
Tabell 2 indikerar att variabel 1 saknar fullstdndig 6verensstammelse. Variabel 1
stammer 6verens betraffande l6sningsmetod géllande avstandsberakningen men
inte mellan faststallandet av skarningspunkterna. Variabel 2 ar helt olik. Variablerna
3-6 har 6verensstammelse men det saknar betydelse nar variablerna 1 och 2 inte
stammer helt 6verens.

Uppgift 2 3320a

1. Vad fragas efter? Langden av strackan mellan tva Avstandet mellan tva punkter.
skarningspunkter mellan en linjar funktion
och en andragradsfunktion.

2. Explicit information: f(x) =x2+6x—16 och g(x) =x - 2 (2,3) och (10,9)

3. Representationer: Text och symboler Text och symboler

4.  Sprdkliga drag: Inget svart sprak, inga nyckelord Inget svart sprak, inga nyckelord

5. Tips: Nej Nej

6.  Svarsformat: Kort svar i form av storhet och enhet Kort svar i form av storhet och enhet

Tabell 2. Steg 4, uppgift 2. Jimférelse mellan uppgift och ldrobokens exempel med avseende pG
variablerna i avsnitt 5.3.2.1 Variabler fér kategorisering.
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Steg 5: Utifran stegen ovan erbjuder laroboken exempel med samma l6sningsmetod
gallande avstandsberakningen mellan tva givna punkter. Laroboken erbjuder inga
kopplingar till den del av uppgift 2 som avser bestamning av skarningspunkterna.
Beddmning gors att bestamning av skadrningspunkterna star for mer an 50% av
uppgiftens totala matematiska resonemangssekvenser. Uppgiften kategoriseras som
globalt CMR.

5.6.1.3 Uppgift 3 (A-niva)
"En linjér funktion f(x) gdr genom (3, a). Dessutom dr f(a) = 17. Bestim a

a
algebraiskt sa att lutningen blir 3 Svara i exakt form.”

Steg 1: Representationsformen for den har uppgiften ar styrd eftersom det kravs en
algebraisk 6sning. Uppgiften ar komplex for kursen och 16sningen sker i flera steg dar
modellerings- och problemldsningsférmagorna aktiveras. Losningen syftar till att
bestamma a. Mojliga |6sningsmetoder presenteras nedan:

Losning 1:

(1) Eleven behover inse att f(x) ar en linjar funktion och gar genom en specifik
punkt for att kunna gora insattningen av x- och y-varde fran punkten i formeln for
rata linjen, samt att a ar en konstant.

f(x) =kx+m girgenom(3,a) = a=k3+m

(2) Nasta steg ar att gora kopplingen att f(a) = 17 som innebar att da géller atty =
17 ochx=a

fla) =17 = 17=ka+m

(3) Nu kan eleven skapa ett ekvationssystem med tre obekanta a, m och k.

{a=3k+m {a=3k+m
17 =ak+m 17 =ak+m
(4) Eliminering av m genom att skriva om systemet ger k = 1a7__3a

m=a— 3k _ _ _2) — _
(i = a-3k=17-ak = k@a-3)=17-a = k
17 —a
~ a-3

(5) Enligt uppgiften ar lutningen k = %vilket ger ett nytt system med tva obekanta
a och k. Vilket ger a = +v51
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a=3k+m 3 a—a=m m=20 _
17 =ak+m 17_%2+m:>{a2=51—m = {a2—51:>a_
+v51

Lésning 2:

Eleven foljer [6sning 1 till steg (3) men gor dar kopplingen att k = goch gor
insdttningen av k = g i detta steg, vilket ger ett system med tva obekanta a och m
som loses enligt nedan.

Losning 3:

En mojlig l0sningsstrategi kan vara genom att inse att ekvationen for
riktningskoefficienten, k, kan vara en l6sningsmetod. For att kunna anvanda denna
metod behdver eleven forsta att informationen i uppgiften (3, a) och f(a) = 17 ger
vardenpd x; X, , ¥; ochy,.Dettainnebdr att eleven maste ha en forstaelse for att
a ar en konstant. Vilket ger féljande 16sning:

= S S
2741 -
Steg 2:

1. Uppgift. Vad fragas efter? Eleven ska bestamma a algebraiskt da k = %

Generellt beskrivet: Vid rat linje bestimma en konstant a sa att k far ett givet
varde. Konstanten ingar i k samt som y-koordinat i punkten som linjen passerar.
Funktionen av a har ett givet varde.

2. Explicit information om situationen: Matematisk explicit information utan
inbaddad kontext. Linjar funktion f(x) gar genom (3, a). f(a) =17 och k = %

3. Representationer i form av text och symboler.

4. Inget svart sprak eller specifika nyckelord finns i uppgiften.

5. Etttips ar att svaret forvantas vara i exakt form, vilket kan innebara ett rationellt
tal.

6. Kort svariform av vardet pa a.

Steg 3: Det finns ett exempel i laroboken (1341a) som omfattar en rét linje med givet
k-varde och given punkt dar bade k-varde och punkten innehaller en konstant och
som darfor delvis kan l6sas med samma losningsmetod. Detta exempel granskas i
nasta steg.
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Steg 4: Att undersdka pa vilka satt det finns en rimlighet att eleverna med avseende
pa variablerna nedan kan upptacka samma l6sningsmetoder i larobokens 6vning
1341a och i uppgiften. Resultatet presenteras i tabellform (tabell 3) dar vanstra
kolumnen visar uppgiften fran Kunskapsmatrisens uppgiftsbank. De skuggade
partierna indikerar en 6verensstammelse med bokens exempel. Helt skuggad ruta
innebar total 6verensstammelse, annars ar de delar av texten som 6verensstammer
skuggade. Tabell 3 indikerar att variablerna 1 och 2 har 6verensstimmelse pa
samtliga punkter utom en. Skillnader bestar i att i uppgiften uppges det att
funktionen av a ar 17, det vill sdga att linjen passerar punkten (a, 17). | bokens
exempel ar punkten given (3,5). Variablerna 3—6 har éverensstammelse.

Uppgift 3 1341a

Vad fragas efter?

Vid rat linje bestdmma en konstant a s3 att
k far ett givet varde. Konstanten ingar i k
samt som y-koordinat i punkten som linjen
passerar. Funktionen av a har ett givet
vdrde.

Vid rat linje bestdimma en konstant a s3 att
k far ett givet varde. Konstanten ingar i k
samt som y-koordinat i punkten som linjen
passerar. Kurvan passerar en given punkt.

2. Explicit information: Linjar funktion f (x) gar genom (3, a). Linjar funktion gar genom (5, a) och (3,5)
f(@)=170ch k= g och har Iutningen%
Ingen kontext. Ingen kontext.

3. Representationer: Text och symboler Text och symboler

4.  Sprdkliga drag: Inget svart sprak, inga nyckelord Inget svart sprak, inga nyckelord

5. Tips: Nej Nej

6.  Svarsformat: Kort svar i form av vardet pa a Kort svar i form av vardet pa a

Tabell 3. Steg 4, uppgift 3. Jamférelse mellan uppgift och ldrobokens exempel med avseende pa
variablerna i avsnitt 5.3.2.1 Variabler fér kategorisering.

Steg 5: | det har fallet finns enligt steg 3 en 6vning (1341a) som kan |6sas med delvis
samma losningsmetod. | steg 4 faststalls att 6vning (1341a) ger eleverna en mojlighet
att gora kopplingar mellan uppgiften och évningarna med avseende pa variablerna
pa samtliga punkter utom en punkt. Bedomning gors darfor att hela uppgiften inte
kan l6sas med IR men att graden av CMR &r liten och att en stor del av uppgiften kan
l6sas med IR. Detta innebar att uppgiften kategoriseras som lokalt CMR da andelen
CMR i uppgiften bedoms vara betydligt lagre dn 50%.
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6 Resultat

| detta avsnitt presenteras resultateten fran analysen av uppgifterna i
Kunskapsmatrisens uppgiftsbank (Kunskapsmatrisen, 2020). Avsnittet soker
inledningsvis svar pa hur stor andel uppgifter i de lararskapade
problemldsningsuppgifterna i Kunskapsmatrisens uppgiftsbank for kursen Ma2b som
erbjuder eleverna mojlighet till CMR. Avsnittet avslutas med att svara pa fragan hur
uppgifternas svarighetsgrad paverkar andelen CMR?

6.1 Andel CMR-uppgifter

Totalt 98 uppgifter har analyserats, fordelat pa 50 uppgifter i omradet linjara
funktioner och 48 geometriuppgifter. Samtliga uppgifter i urvalet har kategoriserats
som problemldsningsuppgifter genom att de testar problemldsningsférmagan enligt
Kunskapsmatrisens bedémning. Det innebar att endast en liten del av det totala
antalet uppgifter inom respektive omrade ar undersokta eftersom fokuset ligger pa
de uppgifter som kategoriserats som problemlésningsuppgifter. Resultaten visar att
andelen CMR-uppgifter ar nagot hogre bland geometriuppgifterna an bland de
uppgifter som behandlar linjara funktioner (tabell 4). Andelen CMR bland
geometriuppgifterna uppgar till 42% och motsvarande varde bland de linjara
funktionsuppgifterna ar 30%. Monstret med flest antal IR-uppgifter foljt av antalet
lokalt CMR- och globalt CMR-uppgifter kan upptackas i bada omradena.

IR: lokalt CMR: globalt CMR:
antal: andel: antal: andel: antal: andel:

Linjara funktioner 35 70 % 10 20 % 5 10 %
Geometri 28 58 % 13 27 % 7 15%
63 64 % 23 23 % 12 12%

Tabell 4. Antal och andel uppgifter som kategoriserats som IR, lokalt CMR och globalt CMR.
Avrundningsfel kan férekomma.

6.2 Svarighetsgradens paverkan pa andelen CMR-uppgifter

Till varje uppgift i Kunskapsmatrisens uppgiftsbank foéljer en bedémningsinstruktion
med poangsattning pa korrekta l6sningar enligt liknande monster E/C/A som finns till
de nationella proven (Kunskapsmatrisen, 2020; Skolverket, 2020). For att undersodka
pa vilket satt uppgiftens svarighetsgrad paverkar kategoriseringen har uppgifternas
uppmatta svarighet jamforts med kategorisering i CMR respektive IR (tabell 4, 5 och
6). | de fall dar en uppgift har flera svarighetsnivaer har den hogsta niva varit gallande.
Jamfors forhallandet mellan de olika svarighetgraderna med hansyn till antalet
uppgifter noteras att antalet E-uppgifter ar markant lagre bland geometriuppgifterna
an vid uppgifterna som behandlar linjara funktioner. Med E-uppgifter menas de
uppgifter som hos Kunskapsmatrisen kategoriserats som uppgifter dar eleverna ges
mojlighet att visa sina matematiska formagor pa E-niva enligt gallande styrdokument
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(Skolverket, 2011, s. 114-115). Monstret gallande fordelningen av antalet uppgifter
i undersokningen ar att det ar flest C-uppgifter (47), foljt av antalet A-uppgifter (39)
och E-uppgifter (12). Tabell 5 visar forhallandet mellan uppgifternas svarighetsgrad
och kategoriseringen. Andelen CMR-uppgifter ar storst i uppgifterna med hogst
svarighetsgrad. Andelen CMR-uppgifter bland A-uppgifterna ar 56%, fordelat pa 36%
lokalt CMR och 21% globalt CMR. Saledes kategoriseras 44% av de svaraste
uppgifterna som IR-uppgifter. Bland C-uppgifterna visar resultatet att andelen CMR-
uppgifter ar lagre an i A-uppgifterna och 28% av C-uppgifterna ar CMR-uppgifter. Av
de enklaste uppgifterna pa E-niva ar fordelningen sadan att inte finns nagra CMR-
uppgifter och andelen IR-uppgifter ar 100%.

IR: lokalt CMR:  globalt CMR:
Svdrighetsgrad, A: 17 (44%) 14 (36%) 8 (21%) 39 (100%)
Svdrighetsgrad, C: 34 (72%) 9 (19%) 4 (9%) 47 (100%)
Svdrighetsgrad, E: 12 (100%) 0 (0%) 0 (0%) 12 (100%)

Tabell 5. Sammanstdllning: Férhallande mellan svarighetsgrad och kategorisering. Férsta talet anger
antal och talet inom parantes dr procent av totalt analyserade uppgifter. Kolumnen ldngs till héger och
raden léngst ner anger summor. Avrundningsfel kan férekomma.

Tabell 6 och 7 visar pa motsvarande vis forhallandet mellan uppgifternas
svarighetsgrad och kategoriseringen bland uppgifterna i omradena linjara funktioner
och geometri. | foregdende avsnitt visades att andelen CMR-uppgifter ar nagot hogre
i geometriuppgifterna an i uppgifterna som avser linjara funktioner. Detta syns ocksa
i tabellerna 4 och 5 och monstret att andelen CMR-uppgifter ar hogre ju hogre
svarighetsgrad syns i bada omradena. Noterbart ar att andelen CMR-uppgifter bland
uppgifterna pa E-niva i bada omradena ar 0%.

IR: lokalt CMR:  globalt CMR:
Svdrighetsgrad, A: 10 (50%) 6 (30%) 4 (20%) 20 (100%)
Svarighetsgrad, C: 17 (81%) 3 (14%) 1 (5%) 21 (100%)
Svdrighetsgrad, E: 9 (100%) 0 (0%) 0 (0%) 9 (100%)

Tabell 6. Linjdra funktioner: Férhdllande mellan svarighetsgrad och kategorisering. Férsta talet anger
antal och talet inom parantes dr procent av analyserade uppgifter inom den givna svdrighetsnivan.
Kolumnen léngs till hGger anger totala antalet uppgifter inom resp. svdarighetsniva. Avrundningsfel kan
férekomma.

IR: lokalt CMR:  globalt CMR:
Svdrighetsgrad, A: 7 (37%) 8 (42%) 4 (21%) 19 (100%)
Svdrighetsgrad, C: 18 (69%) 5(19%) 3(12%) 26 (100%)
Svdrighetsgrad, E: 3 (100%) 0 (0%) 0 (0%) 3 (100%)

Tabell 7. Geometri: Férhdllande mellan svdrighetsgrad och kategorisering. Férsta talet anger antal
och talet inom parantes dr procent av analyserade uppgifter inom den givna svdrighetsnivan.
Kolumnen léngs till hGger anger totala antalet uppgifter inom resp. svarighetsniva. Avrundningsfel kan
férekomma.
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7 Diskussion

| det har avsnittet diskuteras studiens metod och resultat.

7.1 Metoddiskussion

Metoden for undersdokning och analys som har valts fér studien ar kvalitativ
uppgiftskategorisering dar problemldsningsuppgifter skapade av larare har granskats
enligt ett beprovat ramverk (Lithner, 2008, s. 258-267). Distinktionen mellan
kvalitativ och kvantitativ analys kan dras pa flera satt och ett satt att dra gransen ar
genom att betrakta matprecisionen. Data som ges grov skattning ar kvalitativa och
data som ges en precis skattning ar kvantitativa, vilket innebar att distinktionen
kvalitativ/kvantitativ handlar om skalniva (Starrin, 1994, s. 19). Skalnivan i den har
studien kan beskrivas som grov, trots att i motsats till andra studier (Palm m.fl., 2011,
s. 238) en faktisk gransniva av CMR mellan kategorierna lokalt och globalt CMR (50%)
har satts i den har studien. Urvalet av lararskapade uppgifter har varit brett och
slumpmassigt i den man att det inte har varit mojligt att paverka fran vilken skola och
larare den enskilda uppgiften kommer och fokus for analysen har varit
problemlosningsuppgifter. Darfor har urvalet av uppgifter syftat pa problemldsning
genom att bland innehallet i uppgiftsbanken fokusera pa uppgifter som beskrivs som
problemlésningsuppgifter samt att problemlosningsformagan ar den enda formaga
som valts som obligatorisk att testa i de valda uppgifterna, se fig. 4.

Begrdnsning av antalet uppgifter har gjorts genom ett stratifierat urval med avseende
pa att behalla den ursprungliga fordelningen av de olika svarighetsnivaerna. Valet av
matematikkurs foll pa matematik 2B och en anledningarna till detta val var att det ar
en kurs som forfattaren har mest undervisningserfarenhet av. Det finns dock en risk
att den tidigare erfarenheten paverkar den analys som gors och de slutsatser som
dras. Risken kan minimeras genom att strdva efter hog begreppsvaliditet dar
operationaliseringen av ett ramverk ar tydliggjord (Esaiasson, 2007 i Jader, 2019, s.
46). Risken bedoms som mycket liten da forfattarens erfarenhet ar begransad och
Lithners (2008, s. 258—-267) ramverk anses beprovat.

Ramverket (Lithner, 2008, s. 258—267) som analysen baseras pa har anpassats utifran
den har studiens forutsattningar genom att sla ihop samtliga underkategorier inom
IR till en eftersom studiens fokus ligger pa andel CMR i uppgifterna. Detta bedoms
bidra till en 6kad tydlighet utan nagon paverkan pa analysens resultat. | bakgrunden
presenteras olika tolkningar av ett matematisk problem, dar den mest omfattande &r
Taflins (2007, s. 31) beskrivning av rika matematiska problem. Den hér studiens
faststallda tolkning av ett matematiskt problem som en uppgift dar I6sningsmetoden
ar ny for eleven ar en smalare tolkning som ar vald utifran studiens ramverk och
fragestallningar vilket bidrar till en oOkad tydlighet vid kategorisering av
Kunskapsmatrisens uppgifter. Kategoriseringen av uppgifterna sker med Palms m.fl.
(2011, s. 229-232) kategorisering som forlaga och dven har har justeringar utifran
den har studiens forutsattningar gjorts for att passa den har studiens forutsattningar
i form av en anpassad metod och en tydligare gransdragning betrdffande lokalt och
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globalt CMR. Valet av kategoriseringsforlaga gjordes utifran tydligheten att behalla
samma nomenklatur pa resonemang och uppgifter.

7.2 Resultatdiskussion

Syftet ar att med utgangspunkt i lararskapade problemldsningsuppgifter undersoka
elevers mojligheter till CMR. Resultaten diskuteras utifran syftet, styrdokument och
aktuell forskning. Fragestallningarnas resultat diskuteras dven i relation till varandra.

7.2.1 Andel CMR-uppgifter

Studiens resultat (tabell 4) visar att drygt en tredjedel (36%) av de lararskapade
problemldsningsuppgifterna erbjuder eleverna mojlighet till ndagon form av CMR.
Detta resultat staller fragan huruvida resultatet matchar ett forvantat resultat utifran
resultatet fran det aktuella forskningslaget. Jamfors den har studien med andra
liknande studier sa framkommer ett tydligt monster i form av en polarisering dar
likheterna mellan laromedlens och ldrarnas uppgifter ar stora. Dessa stalls mot
styrdokumentens intention och de nationella provens uppgifter som visar pa likheter
(Boesen m.fl., 2018, s. 121; Palm m.fl., 2011, s. 240). Betraktar vi initialt den del av
polariseringen som bestar av larare och laromedel utifran den hér studiens resultat
och jamfor med laromedlens andel uppgifter med Iag korrelation till I6sta exempel
och annan tillgdnglig info i laroboken, som av Jader m.fl. (2019, s. 11) bendmns som
LR-uppgifter, finner vi att resultaten ar relativt jambdrdiga om LR- och CMR-uppgifter
likstalls och laromedlens andel av LR-uppgifter ar 31% (Jader m.fl., 2019, s. 11). | linje
med dessa resultat visar det sig att lararskapade prov har en andel av 33% CMR (Palm
m.fl., 2011, s. 239). Pa fragan huruvida studiens resultat ar det forvantade jamfort
med liknande forskning ar svaret att resultatet ar foérvantat. Flyttas perspektivet till
att betrakta studiens resultat ur ett styrdokumentperspektiv ar resultatet daven har
det forvantade dar forskning visar att styrdokumentens och praktikens skilda
perspektiv pa problemlésning och CMR stammer och att det finns en forskjutning
mellan styrdokument och praktik dar styrdokumentens syn pa problemlésning och
CMR annu inte fatt genomslag i praktiken (Boesen m.fl., 2014, s. 81). Detta visar sig
tydligt da andelen CMR i de nationella proven uppgar till 64% (Palm m.fl., 2011, s.
239). Liknande monster uppmarksammas genom att uppgifterna i svenska nationella
prov testar olika matematiska formagor i allmdnhet och beaktas
problemldsningsférmagan i synnerhet sa testas denna formaga i genomsnitt i 39% av
det totala antalet provuppgifter (Boesen m.fl., 2018, s. 119). Noterbart &r att denna
siffra ligger pa rimligt samma nivd som ldrobdckernas andel av CMR/LR bland
problemldsningsuppgifter och den har studiens resultat bland lararskapade
problemldsningsuppgifter, vilket belyser de nationella provens Ooverlagsenhet
géllande andelen CMR da urvalet bland de nationella provuppgifterna syftar pa
samtliga uppgifter och inte speciellt utvalda problemldsningsuppgifter.

Studien visar att en dryg tredjedel bland ldrarskapade problemldsningsuppgifter
kategoriseras som CMR och saledes ar andelen IR bland samma uppgifter knappt tva
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tredjedelar. Knappt tva tredjedelar IR da urvalet ar baserat pa att gora
forutsattningarna for problemlésning och CMR sa optimerade som det
overhuvudtaget gar att gora innebar att den traditionella undervisningen baserad pa
ett stort inslag av IR och procedurhantering (Bergqvist & Lithner, 2012, s. 267; Boesen
m.fl., 2014, s. 81; Jader m.fl., 2019, s. 10) har ett hart grepp om dagens
matematikundervisning. Kopplas resultatet till matematisk forstaelse och den
polarisering som visats ser vi likartat monster dar en undervisning baserad pa
procedurell och instrumentell forstaelse har ett stort 6vertag pa en undervisning for
att ge eleverna forutsattningar att utveckla konceptionell och relationell forstaelse
som likt ett spindelnat binder samman delarna av procedurell forstaelse eller genom
att den konceptuella forstaelsen ger eleverna en overblick genom vilken de kan
avgora vilken typ av instrumentell kunskap som ska anvandas i det enskilda fallet
(Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3—4; Skemp, 1976, s. 21, 33).

7.3 Svarighetsgradens paverkan pa andelen CMR-uppgifter

Forskning visar att elevers allmdnna uppfattning av matematikdmnet inte sallan
bestar av att samtliga uppgifter pa kort tid gar att I6sa med en kdnd l6sningsmetod
och att bara vissa elever kan férsta matematik (Schoenfeld, 1985, s. 43). Pa liknade
satt menar Bergqvist och Lithner (2012, s. 268) att det finns larare som uppfattar att
endast hogpresterande elever har nytta av problemlésning och CMR, och andelen
elever som misslyckas att bli godkdnda skulle 6ka om andelen CMR o6kas i
undervisningen. Laromedlens utformning dar problemlésning inte sdllan kommer sist
i bockerna placerade bland de svaraste uppgifterna (Jader m.fl.,, 2019, s. 12) och
lararnas uppfattningar starker elevernas uppfattning kring problemlésning och
problemldsningsuppgifter som nagot som inte ar for alla.

Polariseringen i skolmatematiken blir dven har tydlig dar distinktionen kan goras
genom & ena sidan om hur larares och elevers uppfattningar om matematikamnet i
allmanhet och problemlosning och CMR i synnerhet paverkar undervisningen. Den
andra sidan av polariseringen kan beskrivas i termer av hur forskning menar att ett
larande genom CMR och problemldsning ar mer effektivt for de matematiskt svagare
eleverna som &r vana att fora imiterande resonemang, IR, och fordelarna som
upplevs beskrivs som att eleverna far maojlighet att kimpa och darigenom skapar en
konceptuell kunskap och forstaelse (Jonsson m.fl., 2014, s. 30).

Resultatet fran den hér studien ger stod at teorin att uppfattningen bland larare att
problemldsning och CMR inte &r till for alla elever. Tabell 3 visar att 0% av de
lararskapade problemldsningsuppgifterna pa E-niva erbjuder eleverna mojlighet till
kreativt matematiskt resonemang. Samtliga undersokta uppgifter pa E-niva kunde
saledes |6sas med hjalp av imitativt resonemang. Detta innebar att de elever som
valjer att visa sin problemlosningsformaga pa E-niva inte har ndagon mojlighet att
komma i kontakt med CMR genom dessa uppgifter. Kunskapsmatrisens uppgifter har
i denna undersdkning betraktats som ett komplement till laroboken och mdjligheten
till CMR genom laroboken for dessa elever kan anses likartad eftersom andelen LR-
uppgifter ar hogre bland de svarare uppgifterna som placerade langst bak i varje
kapitel (Jader m.fl., 2019, s. 12). Andel elever som presterade pa E-eller F-niva pa de
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nationella proven under varterminen i kursen matematik 2B var 79% (Skolverket,
2019), vilket innebar att andelen elever som kommer i kontakt med andra uppgifter
an E-nivauppgifter kan anses som liten.

8 Slutsats och mojlig fortsatt forskning

8.1 Slutsats

Den har studien ger stéd at resonemanget om en polarisering av
matematikundervisningen dar styrdokumentens och forskningens bild av 6nskad
matematikundervisning inte gar i linje med lararnas uppfattningar och praktik.
Studiens analys av lararskapade problemlésningsuppgifter pekar tydligt pa att
uppfattningen om att problemlésning och CMR inte ar till for alla elever tydligt lever
kvar i klassrummen eftersom andelen CMR bland uppgifterna pa E-niva ar 0%.

Resultatet visar att lararskapade problemldsningsuppgifter som ett komplement till
laroboken inte 6kar mojligheten for eleverna att erbjudas CMR i undervisningen
eftersom andelen CMR i dessa uppgifter ligger pa likartad niva som i laromedlen.

8.2 Fortsatt forskning

Slutsatsen att det finns en diskrepans mellan gallande styrdokuments och praktikens
syn pa problemlosning och CMR ger upphov till nya fragor kring vilka idéer som
paverkar problemlosningen och CMR i dagens gymnasieskola. Det skulle vara
intressant att underséka om aldre styrdokument fortfarande paverkar dagens
undervisning i matematik ur ett problemloésningsperspektiv? | sa fall i vilken form och
utrackning?
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